Kinematyka punktu materialnego

Przykfad 1.

Majac zadane réwnanie ruchu punktu materialnego okresli¢ jego predkosci, przyspieszenia, tor ruchu
oraz promien krzywizny dla zadanego czasu
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x =4t;y = 16t2 — 1dlat, = 0,5s

Jako pierwsze nalezy wprowadzi¢ uktad wspdtrzednych.
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Znajgc rownania ruchu, mozna wyznaczy¢ trajektorie ruchu, pozbywajac sie z nich czasu

y=x2-1

Widag¢, ze jest to réwnanie paraboli, ktdrg nanosimy na wprowadzonym uktadzie

wspotrzednych.
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3. Nastepnie warto znalez¢ potozenie punktu na torze ruchu dla zadanego czasu.

x(ty) =2;y(t) =3
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Nastepnie mozna przej$é do wyznaczania sktadowych predkosci. Poniewaz znamy réwnania
ruchu po osiach X i Y, mozliwe jest wyznaczenie sktadowych predkosci po tych dwdch osiach.
Aby uzyskac predkosé, nalezy jednokrotnie zrézniczkowac réwnanie drogi po czasie.
_ dx . _ dy _
Vx—E—‘l-, V},—E—SZt
Poniewaz szukamy wartosci predkosci dla konkretnego czasu, wstawiamy czas do
powyzszych réwnan

m m
Ve(ty) = 4?; V,(t) = 16?

Otrzymalismy wartosci sktadowych wektora predkosci na poszczegdlnych osiach. Teraz
mozna nanies¢ te wektory na uktad wspétrzednych.
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Po naniesieniu wektoréw na rysunek mozemy wyznaczy¢ modut wektora predkosci oraz

nanies$¢ ten wektor.
o m
V| = /sz + 1,2 =16 + 256 = 165



Znajac predkosci mozna przejs¢ do przyspieszen. W pierwszym kroku postepujemy podobnie
jak w przypadku predkosci, wiedzac ze przyspieszenie to pochodna z predkosci.
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Poniewaz szukamy wartosci przyspieszen dla konkretnego czasu, wstawiamy czas do
powyzszych réwnan
m m
ax(ty) = 0:; ay(ty) = 32:

Otrzymalismy wartosci sktadowych wektora przyspieszenia na poszczegélnych osiach. Teraz

mozna nanies¢ te wektory na uktad wspétrzednych.
dy=a.

Po naniesieniu wektoréw na rysunek mozemy wyznaczy¢ modut wektora przyspieszenia oraz
nanies¢ ten wektor.
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la] = |ax® + a, —325—2

W przypadku przyspieszenia nalezy réwniez wyznaczy¢ jego sktadowe styczng i normalna.
Przyspieszenie styczne okreslamy przez zrézniczkowanie moduty wektora predkosci po
czasie.

20V + 2V V,  Vea +Vea, 512 2y
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Dodatni znak przy wartosci przyspieszenia stycznego wskazuje, ze ruch punkty jest
przyspieszony (zwroty wektorow Vi a; sa zgodne).
W kolejnym kroku wyznaczymy przyspieszenie normlane

m
a, =+a*—a2=+32?2-312= 7,945—2

w przypadku sktadowej normalnej wektora przyspieszenia nalezy zapamietac, ze zwrot tego
wektora jest zawsze w kierunku srodka krzywizny. Na tej podstawie mozna naniesc te
wektory na rysunek.

Na koniec wyznaczymy promien krzywizny p trajektorii na ktérej znajduje sie punkt
materialny dla zadanego czasu t;.

_ v? _ 16,52

= =343
P=a =794



Przyktad 2. Dla punktu M znajdujgcego sie na ponizszym mechanizmie okresli¢ jego
predkosci, przyspieszenia, tor ruchu oraz promien krzywizny, w chwili t;. Dane: AB=AC=r,
MBzg,r:Zm, ty = is, @ = mt.
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1. W przypadku tego typu zadan rozwigzanie jest troche trudniejsze, w poréwnaniu z
poprzednim przyktadem, z uwagi na to, ze nie ma jawnie podanych réwnan ruchu, a
rownania te musimy sami wyznaczyé, na podstawie geometrii uktadu. W pierwszym
kroku nanie$Smy zadane wartosci na rysunek — nanosimy odcinki.
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2. W dalszej kolejnosci wida¢ wyraznie, ze powstat tréjkat rwnoramienny, stad widac, ze
przy punkcie C réwniez bedziemy mieli kat ¢.
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3. Analizujac dalej rysunek wida¢, ze ten sam kat bedzie sie znajdowat przy punkcie B jak to
zostato pokazane.

Ay

4. Kiedy juz mamy dobrze opisang geometrie mechanizmu, mozemy przejs¢ do wyznaczania
rownan ruchu. Aby to zrobié¢, nalezy na podstawie zadanego potozenia punktu M okresli¢
jego wspdtrzedne odpowiednio Xu i Yu, jak to zostato pokazane na rysunku.



5. Zacznijmy od wyznaczenia wspotrzednej na osi X. W tym przypadku aby to zrobi¢ nalezy
zrzutowac odcinek MB na o$ OX. Otrzymamy wdwczas rdwnanie nastepujace]j postaci,
Xy = —0.5rcos ¢

X

6. Znak ujemny w réwnaniu wynika z tego, ze punkt M znajduje sie po ujemnej stronie
wspotrzednych osi X, co dobrze widaé na nastepnym rysunku.



7. Kiedy mamy juz okreslong warto$é wspdtrzednej na osi X, mozemy przejsé do osi Y.
Podobnie jak to miato miejsce w poprzednim przypadku, réwniez rzutujemy geometrie
na os Y jak to zostato pokazano na rysunku.

8. Ostatecznie mozemy zapisa¢ rownanie na wspoétrzedng Ym w nastepujgcej postaci.
Yy = 2rsing + 0,5sin¢p =7r2,5sin¢
9. Ostatecznie otrzymujemy uktad réwnan w nastepujgcej postaci.
Xy = —0.57 cos ¢
{ Yy =1r2,5sin¢
10. Od tego momentu, kiedy juz mamy parametryczne rownania ruchu postepujemy, bardzo
podobnie jak w pierwszym przyktadzie. Najpierw okreslmy trajektorie po jakiej ten punkt
bedzie sie poruszat. W zwigzku z tym nalezy z réwnan pozby¢ sie czasu.

T
x = 2cosqb
5

y= Ersin(p



Podnosimy wartosci niezalezne od czasu na jedng strone i podnosimy obustronnie do

kwadratu.
2
> = —cos? ¢
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51 = sin® ¢
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Kiedy dodamy réwnania stronami to, po prawej stronie widaé jedynke trygonometryczna
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| dalej przeksztatcajgc widzimy, ze otrzymalismy réwnanie paraboli.
X2 y?
T
Teraz mozna narysowac trajektorie, po ktorej porusza sie punkt M.



11. Nastepnie szukamy wspétrzednych potozenia punktu dla zadanego czasu.

X = —CcoS Tt

{y = 5sinmt
(t) i
X = —CO0S—
L 4

£) = 5sin~
y(t;) = Ssin’

{x(tl) = —0,707
y(t;) = 3,53

Nanosimy potozenie punktu na trajektorie.
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12. Dalej szukamy predkosci (pochodna z drogi po czasie)

. dx ) m
X =—=msinnt = 2,22—

dt S
y = y_5 t—111m
y_dt_ mwcosmt = 11, S

Po znalezieniu wartosci rzutéw wektora predkosci na osie X i y dla zadanego czasu nanosimy
wektory na rysunek.
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13. Po naniesieniu wektorédw na rysunek mozemy wyznaczy¢é modut wektora predkosci oraz
nanies¢ ten wektor.

—

V= [W*+1°% = 11,32?



14. Dalej szukamy przyspieszen (pochodna z predkosci po czasie)
. dl, ) m
V, =—==m"cosmt = 6'975_2

dt
-y 52 sinmt = —34.87 =
s nmesinnmt = 87

Po znalezieniu wartosci rzutéw wektora przyspieszenia na osie X i y dla zadanego czasu
nanosimy wektory na rysunek.



Po naniesieniu wektoréw na rysunek mozemy wyznaczy¢ modut wektora przyspieszenia oraz

nanie$¢ ten wektor.
m
> 2 2 —
ld| = /ax + a, _35'5652
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15. Na koniec wyliczamy wartosci przyspieszenia stycznego, normlanego, oraz promienia
krzywizny.

LV, + 2V, V.a.+V.a m
_ 4AVxVx vy _ Ix%x x x:_32’77_
2 4 S

=

av
dt

ar =

2 W2+,
Ujemny znak przy wartosci przyspieszenia stycznego wskazuje, ze ruch punkty jest op6zniony

(zwroty wektorow Vi a; sa przeciwne). W kolejnym kroku wyznaczymy przyspieszenie
normalne.

m
a, = +Ja? — a2 = /35,562 — 32,772 = 13,935

| promien krzywizny

V211,322
"~ a, 1393

p = 9,199






