Kinematyka punktu

Kinematyka to cze$s¢ mechaniki zajmujaca sie ruchem ciat, bez wchodzenia w zwigzek
miedzy ruchem badanego ciata (w szczegdlnosci punktu) a dziatajgcymi na nie sitami.

W przypadku kinematyki rozwazymy, co dzieje sie z ciatem w czasie. Ten typ relacji
opiszemy jako geometrie ruchu.

Ruch ciata - zmiana potozenia tego ciata wzgledem innego nieruchomego ciata (ciata
odniesienia). W przypadku mechaniki za ciato odniesienia przyjmuje sie zwykle Ziemie.

System odniesienia - system, ktory jest ustalony i powigzany z ciatem odniesienia.

Najpopularniejszym ukfadem odniesienia jest prostokatny uktad wspdtrzednych
(przestrzen euklidesowa).

Przestrzen euklidesowa

X, Y, z-wspotrzedne ruchomego punktu P w odniesieniu do statego ukfadu
wspotrzednych (uktadu odniesienia).
Aby opisaé ruch tego punktu, konieczne jest okreslenie, jak poszczegdlne wspdtrzedne
zmieniajg sie w czasie.

x=fi); y = f(); z = f3(0)

Powyzsze réwnania nazwiemy réwnaniami kinematycznymi ruchu.

TOR - linia, po ktérej punkt P porusza sie w przestrzeni.



Réwnanie parametryczne toru punktowego - w réwnaniu parametrem jest czas. Po
usunieciu z rownan czasu otrzymujemy relacje pomiedzy wspotrzednymi x, y, z (czyli
droga ruchu).

Mozemy takze opisac ruch punktu w czasie za pomocg promienia wektora 7 zaleznego
o czasu 7 = 7(t).

Sktadowe wektora
F=f+7 +h=nl+nj+nk
n=x(t);, n,=y@); 1r,=2z(t)
#=1(t) +j(t) + k(b)
gdzir i; j; k sa to wersory uktadu odniesienia.

Wiemy doskonale, ze nie zawsze musimy poruszac sie tylko w uktadzie prostokgtnym,
a w niektorych przypadkach lepiej jest pracowaé w innym uktadzie wspétrzednych.
Zacznijmy wiec od opisu ruchu punktu na $ciezce za pomocg wspoétrzednej tukowe;.

Gdy znanny jest tro ruchu punktu P mozliwe jest opisanie pofozenia tego punktu
poprzez podanie wspotrzednych s mierzonych wzdtuz toru od pewnego poczatkowego
punktu Po.
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s(t)
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s - wspotrzedna tuku réwna dtugosci tuku PP,
W momencie gdy punkt P sie porusza, wéweczas s staje sie funkcjg czasu

s=f(t)

Réwnanie ruchu punktu na torze



Réwnania ruchu punktu we wspoétrzednych krzywoliniowych

Oprdécz wspbtrzednych prostokatnych tor punktu mozna zdefiniowaé za pomoca
wspotrzednych krzywoliniowych.

Uktad biegunowy na ptaszczyznie

Zaczniemy od ukfadu biegunowego na pfaszczyznie. W takim uktadzie punkt porusza
sie tylko w jednej ptaszczyzinie, a jego chwilowe pofozenie mozna okresli¢ poprzez
podanie dtugosci promienia wodzgcego 7 i kata ¢ z osig biegunowa. O$ biegunowa to
0§, dla ktérej ¢ = 0.

y_ ______________

. >
X X
r=f1(t); ¢ = f2(0)

Przejscie ze wspétrzednych biegunowych | Przejscie z uktadu kartezjanskiego do
do ukfadu kartezjanskiego uktadu biegunowego
X =r1cos¢ r= \/m
y =rsing y
¢ = arctan;

Uktad biegunowy w przestrzeni (sferyczny)

Pozycja punktu w przestrzeni jest opisana z pomoca wektora 7, jego dtugosci i katow 0
and ¢.

Réwnanie ruchu



ZA

r=fi(6); ¢ = £2(8); 0 = f3(O)

Przejscie ze wspotrzednych sferycznych do
uktadu kartezjanskiego

x =rsinfcos ¢

y =rsin0sing
Z=r1cosf@

Walcowy uktad wspotrzednych

Pozycja punktu jest zdefiniowana przez:

z — wspotrzedng po osi z

p - dystans od osi z

¢ - kat
ZA
iz
0P s Y
_________ v
X

z=f1(t); p

Przejscie z ukiadu kartezjanskiego
wspotrzednych sferycznych

r=+x%+y?+2z2

y
= arccos=—
¢ X

Z
0 = arccos—
r

= f2(8); ¢ = f3(0)

u



Przejscie ze wspoétrzednych walcowych do | Przejscie z uktadu kartezjanskiego do

uktadu kartezjanskiego wspotrzednych walcowych
x=pcos¢ p=xt+y?
y = psing y

7=z ¢ = arctan;

Z=12Z

Przyktad 1. Tor punktu P to okragg o promieniu R. Opisz ruch tego punktu za pomoca
wektora promienia 7. Przyja¢ $rodek okregu w $rodku uktadu wspétrzednych.

Tor punktu P to okrgg o promieniu R. Opisz ruch tego punktu za pomocg wektora
promienia r ~. WezZ $rodek okregu w $rodku uktadu wspétrzednych.

Rozpoczniemy rozwigzanie zadania od narysowania ukfadu wspdtrzednych.

YA

Y

Nastepnie, zgodnie z danymi w zadaniu, umie$sémy srodek kota w srodku naszego
uktadu wspdtrzednych.

Y




Zatézmy, ze punkt zaczat sie przesuwac od punktu Po, ktéry lezy na osi X.

Y A

N
/
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%

Chwilowe potfozenie punktu jest okreslane przez okreslenie wspotrzednych tuku s
rownych dtugosci tuku PoP.

I% -
X
X

Wiemy, ze
Ss=rx¢
s=r*¢(()

¢(t) — kat obrotu wektora promienia
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teraz przechodzac ze wspdtrzednych kartezjanskich otrzymujemy

YA
_______ P
Rsing ¢ F E S
40\ AR .
R RCos¢ X

r=4x%+y?
Y

= arctan=

¢ x

Ostatecznie mozemy zapisac

S=T*¢

s =+/x%+y%x arctanX
x



Example 2. Zadane sg réwnania ruchu punktu P poruszajacego sie w ptaszczyznie Oyy.
x = 3 + 2t; y = —2t, okredl tor ruchu punktu.

Na poczatku, podobnie jak w poprzednim zadaniu, wstawmy uktad wspétrzednych.

Nastepnie znajdZzmy réwnanie trajektorii. Widzimy, ze réwnania podane w zadaniu sg
parametrycznymi réwnaniami ruchu, dzieki czemu wiemy, jakie jest potozenie punktu
w zadanym czasie. Dlatego naszym parametrem zmiennym jest czas. Aby znalez¢
rownanie, ktore pokazuje nam trajektorie ruchu punktu, musimy pozby¢ sie czasu z
podanych réwnan.

Mozemy zapisa¢ rdwnanie toru ruchu punktu nastepujaco
x=3—-y
lub
y=3—x
Sprawdzmy, gdzie w chwili t = 0 znajduje sie punkt
x=3+12t
y=-—2t

W tym celu w zadanych réwnaniach parametrycznych ruchu zmieniamy czas t na
wartos¢ rowng 0.

x(t=0)=3
yt=0)=0



Na koniec wystawimy na wykresie rowniez wyznaczony tor ruchu punktu

YA




PREDKOSC | PRZYSPIESZENIE
Predkos¢

Rozpocznijmy nasze rozwazania od predkosci punktu materialnego. Rozwazmy ruch
punktu M z punktu M1 do punktu M; Mozna zauwazy¢, ze droga pokonana przez ten
punkt jest réwna pewnej As rownej dtugosci tuku M1 Ma.

M, Alszmz

M,

Zatézmy, ze punkt znajduje sie w potozeniu M1 w czasie t1 a w potozeniu M; dla czasu
ty, gdzie:

t2=t1+At

Pozycja punktu w M; i M, moze opisana przy pomocy wektoréw 7; i 7. Mozna
zauwazyé, ze okreslenie geometrycznego przyrostu wektora A7 bedzie miato istotne
znaczenie dla okreslenia zmiany potozenia punktu.

o]

O

Przyrost ten mozemy zapisa¢ nastepujgco.

A7 =7, (ty) — 74 (L)



Stosunek przyrostu wektora A7 do czasu w ktérym ten przyrost nastagpit bedziemy
nazywacd predkoscia $rednia.

A7

Vaw = A_t

o

O

Predkos¢ sSrednia I_/;w ma kierunek cieciwy. We wszystkich praktycznych pomiarach
zawsze okreslamy wartos¢ srednig, ktéra zalezy od odlegtosci miedzy punktami My i
M. Zalezy to od ruchu punktu i doboru punktéw na sciezce ruchu.

Oprécz predkosci sredniej istniej pojecie predkosci chwilowej V. Wektor predkosci
chwilowej bedzie istniat jesli promieri 7 jest rézniczkowalny. Jest to pojecie
abstrakcyjne, ale ma ogromne znaczenie i pozwala jednoznacznie opisac ruch w danym
momencie.

Jesli zatozymy, ze At — 0i As - min, wéwczas cieciwa tuku bedzie dgzyta do styczne;.
Stad wektor predkosci bedzie réwniez styczny do toru ruchu.

Predkos¢ chwilowa
A7 A7

V=lmx~ - "®



HODOGRAF PREDKOSCI

Zatdézmy, ze Sciezka | ruchomego punktu M opisuje koniec wektora 7 ktérego
poczagtkiem jest punkt O. Predkosci I—/; w kolejnych punktach M; sg styczne do tego toru
ruchu.

Jesli przesuniemy wektory predkosci réwnolegle do wspdlnego punktu O;, to kornce
tych wektoréw bedg leze¢ na prostej oznaczonej h, zwanej HODOGRAFEM predkosci
danego punktu M.




Przyspieszenie

Zatézmy, ze punkt porusza sie po krzywej |, z predkoscig 17)1 w M i z predkoscia I72 w
Mo.

Zatdézimy, ze punkt znajduje sie w M1 w czasie t1 i w My w czasie t,, gdzie:

t2=t1+At




Stosunek przyrostu predkosci V do czasu w ktdrym ten przyrost nastgpit nazywamy
przyspieszeniem srednim.

AV

Agy _A_t

-

d,, ma kierunek przyrostu predkosci Al_/), przy czym jego wartos¢ i zwrot zalezg od
przedziatu czasu, w ktérym zostato to przyspieszenie wyznaczone At.

V;

Oprécz przyspieszenia $redniego, mamy réwniez przyspieszenie chwilowe d.
W celu wyznaczenia przyspieszenia chwilowego postuzymy sie hodografem predkosci

Wektor przyspieszenia chwilowego jest skierowany wzdtuz stycznej do hodografu
predkosci.

Przyspieszenie chwilowe

=S Aar T dr ) =7(")




RUCH KRZYWOLINIOWY

AN |

M,

W przypadku gdy torem ruchu punktu jest krzywa ptaska, jej kierunkami naturalnymi
sg kierunek styczny i normalny.

’
’
4

7’

p - promien krzywizny lezgcy na kierunku wersora normalnego fi.

V- predkosé na kierunku wersora stycznego T

1
P=T
C — krzywizna,
A¢
av = E
Cy — Srednia krzywizna tuku MM1
krzywizna w punkcie
A d
C = lim —¢ = —¢

= 11 =
At—0 As ds



PRZYSPIESZENIE STYCZNE | NORMALNE

Przyspieszenie d punktu M poruszajacego sie po krzywej przestrzennej musi leze¢ w
ptaszczyznie Scisle stycznej do toru ruchu. Jest to spowodowane tym, ze przyspieszenie

jako pochodna predkosci 17, musi by¢ styczne do hodografu predkosci tego punktu.
Ponadto wektor predkosci jest zawsze styczny do krzywej, po ktérej porusza sie punkt

Zatézmy, ze punkt porusza sie wzdtuz krzywej od punktu M do punktu Mj. Punkt ten
ma predkosé VwMi predkosé Vlw Mi1. Wprowadzmy dwa wektory jednostkowe do

naszego uktadu, styczny 7, wzdtuz kierunku predkosci Vi normlany 7, skierowany do
srodka krzywizny w danym punkcie.

o

o)

Przyrost wektora predkosci bedzie réwny

—

A]_/):I_/)l_

<

po przeksztatceniu wyrazenia otrzymujemy,

o

R
Dalej mozemy zauwazy¢, ze wektor AV mozemy zapisaé réwniez jako sume dwdch

wektorow AV’) i AW, ktore bedg lezaty odpowiednio na kierunku stycznym i
normalnym.



AV = AV + AV = AV’ + AV"A

Wczedniej zapisali$my ze przyspieszenie d jest réwne:

Zapiszmy powyzsze rownanie z pomocgy wiasnie wprowadzonych wektoréw.

Q_IAV)IAWIAW LAV A
= M - A Tal A T TA%LnoE + nA%—»OE = T+ Ny

Powyzsze rdwnanie mozna ogdlnie zapisa¢ w nastepujacy sposéb.
d=d,+a,
Catkowite przyspieszenie jest zatem sumg przyspieszenia stycznego i normalnego.

Na podstawie powyzszego wniosku sprébujmy zapisac¢ obie sktadowe przyspieszenia
korzystajac ze znanych predkosci w punktach M i M.

AV' =VicosAp —V
AV" =V, sin Ag

Zacznijmy od sktadowej przyspieszenia, w kierunku stycznym

LA Viosagev av.
d, =% lim — = £ lim — =7 lim =—7%
At>0 At AAH/ At At>0 | At dt

if Ap - 0 wéwczas cosAgp = 1; V=V =AV
Ostatecznie rdwnanie bedzie miato postac,

av
dt *

-

ar: =

Kiedy juz wiemy, jak mozemy znalezé przyspieszenie styczne, zrébmy to samo dla
sktadowej normalnej przyspieszenia.

if A¢p - Qwéwczas sinA¢p = Ag;
. AV V1 T 7. R A¢p As
a, =17 lim — =17 lim =1 lim =n]1mV1—*—

At—0 At At—>0 At At—-0 At At—0 At As
A As
=7 lim V; * lim — * lim —
At—0 As—0 As At—0 At
Widzimy, ze:
lim V; = V;
At—0

lim 22 = 1,
s520hds  p



As

vl
Wowczas:
Lo . Ap . As 1 V2
Ap=nlimV; * lim —x* lim —=n*xV*—x V=n—
At—0 As—-0 As  At-0 At p p

Ostatecznie, biorgc pod uwage obie sktadowe catkowitego przyspieszenia,
otrzymujemy nastepujacy wzor

dVA_l_AVZ
T np

PRZYSPIESZENIE | PREDKOSC W PROSTOKATNYM UKtADZIE WSPOtRZEDNYCH

Parametryczne rdwnania ruchu przyjma nastepujgcg postac.
x = f1(8); y = fo(t); z = f3(t)

In order to obtain the velocity, one must differentiate once the above parametric
equations of motion. Then we get projections of the velocity vector on the appropriate
axes of the coordinate system.

Aby znalezé predkosc punktu na podstawie jego parametrycznych réwnan ruchu nalezy
jednokrotnie zrézniczkowac powyzsze parametryczne réwnania ruchu. W ten sposdb
otrzymamy rzuty wektora predkosci na odpowiednie osie uktadu wspdtrzednych.



_dx

X=Vx—E
. dy
Y—V}z—a
__V_dz
2=V T 0

V="Vdi+Vj+Vk=xi+y+zk
Nastepnie wystarczy obliczy¢ modut wektora predkosci zgodnie z réwnaniem.

V=IV|= [VZ+V2+V?

Ponadto, aby wyznaczy¢ przyspieszenie nalezy zrézniczkowac jednokrotnie otrzymane
wczesniej rownania rzutéw predkosci na poszczegdlne osie. W ten sposdb uzyskamy
rzuty wektora przyspieszenia na odpowiednie osie uktadu wspétrzednych.

av, d?x
T Tder T

av, _d’y
=% Taee Y

dv, d?*z
“= %

d=a,l+a,j+ a,k
Nastepnie wystarczy obliczy¢é modut wektora przyspieszenia zgodnie z rdwnaniem.

a=\dl = /a§+a§,+a§

Aby w petni wyznaczyé przyspieszenie punktu, nalezy rowniez znalezé wartosci jego
sktadowych stycznej i normalnej. Ponizej znajdujg sie obliczenia sktadowych
przyspieszenia dla uktadu ptaskiego.

. :|dV|:V:21'/xVx+2VyVy:axVx+ayVy
toodt 2,/VZ+ 12 1%

1
an = Vv (ayVe — axVy)



