Ruch punktu po okregu

Poprzedni temat dotyczyt ruchu punktu po torze krzywoliniowym. Jednakze obecnym
tematem jest szczegdlny rodzaj ruchu krzywoliniowego, w ktérym promien krzywizny
p jest staty w trakcie catego ruchu i jest rGwny promieniowi r kota.

Zatdézmy, ze punkt M porusza sie po okregu o promieniu r. Poczatek ruchu znajduje
sie po dodatniej stronie osi X (Mo) i zmienia sie wraz z katem ¢. Zatem punkt M
przemieszcza sie po tuku MoM.
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Mozemy obliczyé dtugosé¢ tuku zgodnie z rdGwnaniem.
s=r*¢
Wiemy z poprzedniego tematu, ze predkosé jest rowna
p®
dt

Poniewaz promien jest staty w czasie, jedyng wartoscig, ktdra zalezy od czasu jest kat.
Dlatego mozemy pisac.
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Pochodna kata w czasie jest réwna predkosci katowe;j.
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Wiemy juz, jak obliczy¢ predkos¢ w ruchu po okregu. W kolejnym kroku dowiemy sie,
jak wyznaczyé przyspieszenie punktu.

Z poprzedniego tematu wiemy, ze w przypadku ruchu krzywoliniowego wyrézniamy
dwie sktadowe przyspieszenia, tj. przyspieszenie styczne i przyspieszenie normalne.
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Ogélnie mozemy zapisac te przyspieszenia jako
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Poniewaz promien krzywizny jest staty, przeksztatcamy powyzsze rownania do
nastepujgcej postaci.
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W dalszej czesci dyskusji zdefiniujmy, czym jest dla nas .

o jest wielkoscig wektorowa. Zatézmy, ze mamy punkt, ktéry porusza sie po
okreslonej ptaszczyznie ruchem okreznym. Promien okregu tor.
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Wektor predkosci kgtowej bedzie leze¢ na osi prostopadtej do ptaszczyzny, na ktérej
znajduje sie tor ruchu punktu. OS ta jest jednoczesnie osig obrotu naszego punktu.
Ponadto mozemy swobodnie przesuwac ten wektor wzdtuz linii dziatania.
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Wektor predkoéci katowej w mozemy zapisa¢ nastepujgco
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W= wé = é
dt

gdzie é bedzie dla nas wersorem wzdtuz osi Z.
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Zatézmy, ze punkt M porusza sie po okregu o promieniu r. Poczgtek ruchu w punkcie
Mo i zmienia sie wraz z katem ¢. Zatem punkt M porusza sie po tuku s (MoM).
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Skoro punkt sie porusza, oznacza to, ze ma pewng predkosc liniowa V. Wiemy, ze predkosc
liniowa jest wielkoscig wektorowg i jak wspomniano wczesniej, zalezy od promienia Ri
predkosci katowej w. Dlatego z definicji mozemy napisac ze

V=&xR
Aby uzyskac wartos¢ wektora predkosci, musimy skorzystac z nastepujacego wzoru.
|I7| =w=*R=+*sinp
Widzimy wyraznie, ze w ten sposéb otrzymujemy wyrazenie w nastepujgcej formie,
|I7| =w*R*sinp=w=x*r

gdzie wektory sg do siebie prostopadte.
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Majac powyzszg wiedze o predkosci w ruchu po okregu, mozemy przejs¢ do przyspieszenia.
Wiemy, ze przyspieszenie jest to pochodna predkosci. Mozemy napisa¢ nastepujgce
rownanie
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w zwigzku z tym, ze

V=&xR

zapiszmy powyzsze réwnania w nastepujacy sposéb
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Wida¢ wyraznie, ze otrzymalismy pochodng predkosci katowej w czasie. Z poprzednich
rozwazan wiemy, ze pochodna predkosci w czasie jest réwna przyspieszeniu. W tym
przypadku méwimy o predkosci kagtowej, dlatego wynikajace z tego przyspieszenie bedzie

przyspieszeniem katowym.
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wektora diugosci w czasie, ktdra w rzeczywistosci jest pochodng zmiany drogi w czasie.
Wiemy, ze ta pochodna bedzie réwna predkosci liniowej.

dﬁ_v
dt

Biorac powyzsze pod uwage, mozemy powiedzie¢, ze wektor przyspieszenia liniowego w
ruchu kofowym ma nastepujgcy postac.

d=ExR+@xV
Poniewaz wektor predkosci katowejw znajduje sie na kierunku osi Z a wektor przyspieszenia

katowego £ jest pochodng wektora predkosci katowej w czasie, wektor przyspieszenia
katowego réwniez musi lezeé na kierunku predkosci katowej.
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pierwszy czton odpowiada przyspieszeniu stycznym
i, =&xR
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podczas gdy drugi czton odpowiada przyspieszeniu normalnemu
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Wektor przyspieszenia normalnego d,, jest prostopadty do wektoréw @ i 17, a jego zwrot jest
zawsze w kierunku osi obrotu.

Przyspieszenie katowe moze by¢
E>0,€<0
lub

& =0 wbdwczas V = const
w trakcie rozruchu

V=0and €0
Przyktad 1.
Punkt porusza sie po okregu o promieniu r = 1,5m zgodnie z rGwnaniem

s =0,5+ 0,06t + 0,1¢3
Znajdz predkos¢ katowq i liniowg oraz przyspieszenie punktu w czasie t1 = 5s.

Najpierw, jak zawsze, zaczynamy od rysunku. Narysujmy wiec sciezke punktu w ukfadzie
wspotrzednych. Srodek kota bedzie w $rodku uktadu wspétrzednych.

Zatézmy, ze punkt M zaczyna swdj ruch na osi X i porusza sie zgodnie z zaznaczong zmiang
kata.
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Na poczatku dobrze bedzie dowiedzie¢ sie, gdzie w danym momencie znajduje sie punkt.



Podstawiajac t1 do podanego réwnania, mozemy okresli¢, jakg droge przebylismy od
poczatku ruchu.

s(t;) =05+ 0,065+ 0,153 =13,3m
Gdy znamy wartosé, o jakg przesunie sie punkt i wartos¢ promienia, mozemy okresli¢, o ile
zmienit sie kat dla zadanego czasu.
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Pozostaje przeliczy¢ radiany na stopnie
¢ = 508°

Zatem nasz punkt przebyt jeden petny obrét i troche mniej niz potowe obrotu.
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Nastepnie okreslimy predkosci. Wiemy, ze pochodna drogi bedzie rowna predkosci liniowej.
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d(0,5 + 0,06t + 0,1t3) X
V= = 0,06 + 0,3t

dt

V(t;) = 0,06+ 0,352 =756m/s
dodatkowo to wiemy, ze
V=wx*r
gdzie po transformacji mamy

V 0,06+ 0,3t2
w==————
r 1,5



0,06 +0,3 %52 5 04
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Znajgc wartosci predkosci, mozemy teraz umiescic¢ je na rysunku. Poniewaz zatozyliSmy, ze
punkt porusza sie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara, a warto$¢ predkosci
katowej w ma znak dodatni, musi on réwniez obracac sie w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazowek zegara. Dodatkowo, korzystajgc z reguty prawej $Sruby, mozemy okresli¢, ze zwrot
wektora predkosci katowej @ bedzie skierowany w naszg strone. Predko$¢ liniowa Vv nalezy
narysowac na stycznej do toru, a zwrot tej predkosci musi by¢ zgodny z obrotem predkosci
katowe;j.
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Po predkosciach mozemy przejs¢ do przyspieszen.
Biorgc pod uwage poprzednie informacje, wiemy o tym
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_d(0,06+0,3t%)
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a.(t;) =06%*5=3

ar

a; 0,6t

oraz
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1,5

a,(t,) = = 38,1

Znajac wartosci sktadowych przyspieszenia mozemy je umiesci¢ na naszym rysunku.
Przyspieszenie styczne bedzie przebiegac na kierunku predkosci liniowej, a jego zwrot bedzie
taki sam jak zwrot predkosci liniowej, poniewaz mamy warto$¢ dodatnig. Natomiast



przyspieszenie normalne bedzie w kierunku prostopadtym do kierunku przyspieszenia
stycznego, a jego zwrot bedzie zawsze w kierunku osi obrotu.

W nastepnym kroku mozemy wyznaczy¢ liniowe przyspieszenie punktu

a=.a2+a2 =./3%2 + 38,12 = 38,22
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Na koniec pozostaje okreslenie przyspieszenia katowego €. Mozemy to zrobic¢ za pomoca
rownania
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Poniewaz uzyskalismy dodatnig wartos¢ przyspieszenia katowego, bedzie sie ono obracato
zgodnie z obrotem predkosci kgtowe;j.



Na koniec przedstawiono zaleznosci miedzy wielkosciami wektorowymi w poprzednich
rownaniach.

Pierwszy rysunek dotyczy predkosci liniowej i kagtowej
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Drugi rysunek odnosi sie do przyspieszenia stycznego
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Ostatni rysunek dotyczy przyspieszenia normalnego.






